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En este trabajo de fin de grado se construye una maqueta de levitación magnética que 
consiste en hacer levitar una bola metálica mediante el campo magnético generado por un 
electroimán. 
Para estabilizar el sistema que por naturaleza es inestable, se hace uso de una placa de 
Arduino UNO en la que se compila un control digital diseñado con técnicas de control clásico. 
Para conseguir mediante un generador de tensión la potencia deseada en el electroimán, se 
hace uso de la técnica del “PWM” para así obtener un voltaje controlable desde Arduino. 
Se genera un controlador “óptimo” mediante un software de diseño de controladores y se 
analiza el sistema ante diferentes cambios de referencia para los dos controles; para 





In this final degree project is built a model of magnetic levitation, which consist of making a 
metallic ball levitate by means of the magnetic field generated by an electromagnet. 
In order to stabilize the system, which is unstable by nature, an Arduino UNO board was 
utilized. This board compiles a digital control designed with classic control techniques. So as 
to achieve the desired power in the electromagnet through a voltage generator, the “PWM” 
technique was applied, thus obtaining a controllable voltage from the Arduino. 
An “optimal” control is generated by a control design software and the system is analyzed at 
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Capítulo 1: Introducción 
 
En el presente trabajo de fin de grado, se pretende diseñar un prototipo de levitación 
magnética que consiste en hacer levitar una bola metálica. A través de un electroimán, se generará 
una fuerza magnética sobre la bola, capaz de igualar la fuerza gravitatoria. Dada la naturaleza inestable 
del sistema, se debe aplicar un control capaz de variar la fuerza magnética dependiendo de la situación 
de la bola. Para ello, es necesaria la utilización de un sensor que detecte su posición y una placa de 
Arduino UNO capaz de controlar el sistema de manera digital. Como controlador, se ha utilizado una 
red de compensación por atraso y adelanto de fase colocada en serie en la cadena directa. 
Debido a que Arduino UNO no es capaz de generar la potencia necesaria que se le debe suministrar al 
electroimán para generar un campo magnético suficientemente intenso como para hacer levitar la 
bola, es necesaria la utilización de un generador de tensión. Con Arduino y el circuito correspondiente, 
se controlará la tensión proveniente del generador mediante la técnica PWM “Pulse Width 
Modulation”. 
Una vez compilado el programa en Arduino, se verifica que la bola se mantiene levitando. Se recogen 
los datos de la posición de la bola y se hace un estudio del comportamiento del sistema ante diferentes 
cambios de referencia. 
La memoria se divide en varios capítulos, ordenados cronológicamente respecto a la realización del 
trabajo. En ellos se detallan de forma concisa los procedimientos que se han llevado a cabo para 
diseñar y evaluar cada una de las partes que componen este proyecto. A continuación, se da un breve 
resumen de lo que contiene cada uno de los capítulos de la memoria: 
 
➢ Capítulo 2: Maqueta 
 
Se detallan los procedimientos que se han llevado a cabo para diseñar la maqueta en su 
totalidad, donde se incluye el proceso de fabricación de la estructura que da soporte al 
sistema, el diseño del electroimán, la elección de los sensores que determinan la posición de 
la bola, la circuitería necesaria con sus componentes electrónicos y la aplicación de Arduino 
UNO. Además, se explica cómo se han tomado las medidas experimentales que se presentan 
en el trabajo para su posterior análisis. 
 
 
➢ Capítulo 3: Modelo matemático 
 
Se muestra el desarrollo matemático llevado a cabo para obtener un modelo matemático, en 
forma de función de transferencia, que define el sistema, así como la obtención de constantes 




➢ Capítulo 4: Control 
 
Este capítulo está dedicado al control del sistema. En él, se muestra el procedimiento que se 
ha llevado a cabo para escoger el controlador, además se hace un análisis cuantitativo y 
cualitativo del sistema al aplicar un cambio de referencia con la utilización de dicho 
controlador. También se escoge un controlador óptimo diseñado por software que servirá para 




➢ Capítulo 5: Conclusiones y trabajos futuros 
 
En el último capítulo, se detallan las conclusiones obtenidas al realizar el trabajo, así como las 
capacidades adquiridas por resolver problemas no solo teóricos sino “reales” con la ayuda de 
las herramientas teóricas adquiridas en algunas asignaturas de la carrera. 
 
También se proponen mejoras y nuevos objetivos a cumplir en el caso de que se desee hacer 
una segunda parte de este proyecto.
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Capítulo 2: Prototipo 
 
Para crear un sistema de levitación magnética funcional, es indispensable seguir unas pautas 




La primera decisión que se debe tomar es la de dar forma a lo que va a ser el sistema de levitación 
magnética, es decir, imaginarse cómo va a ser la estructura que va a dar soporte al sistema. 
El objeto que va a ser levitado es una bola metálica, cuyo diámetro y peso son 10 mm y 4,1 g 
respectivamente, ésta va a ser siempre atraída por la fuerza magnética independientemente de su 
sentido, es decir, aunque el polo norte y polo sur magnéticos se intercambien de posición, la fuerza 
magnética siempre atraerá la bola hacia el electroimán. Por esta razón, el electroimán debe estar 
colocado en la parte superior de la maqueta, y la bola, debajo de este, de manera que la fuerza 
magnética actúe de tal forma que contrarreste la fuerza gravitatoria.  
Una forma sencilla de sujetar el electroimán en la parte superior es colocando un par de columnas y 
un techo donde irá sujeto. Todo esto construido sobre una base, para hacer que la estructura sea más 
robusta. Previamente, se hace una estimación de lo que va a ocupar el electroimán para que la 
distancia entre las dos columnas sea suficiente para que encaje entre ellas. 
Se ha escogido la madera como material para crear la estructura, ya que es un material que no afecta 
al campo magnético, además, es barato, fácil de conseguir y con él se puede trabajar de forma sencilla. 
La base, las dos columnas y el techo van sujetos con tornillos metálicos, pero como estos se encuentran 
relativamente lejos del electroimán, no interfieren en lo más mínimo en el campo magnético, y si lo 
hicieran, no sería problema ya que las medidas de las constantes y el modelo matemático se han 
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La estructura que da soporte al sistema queda por lo tanto así: 
 
 




Una vez montada la estructura, se procede a construir el electroimán. 
Como se ha comentado antes, para colocar las dos columnas a una distancia adecuada, conviene 
predecir las medidas que tendrá el electroimán. Por ello, a la hora de diseñarlo se hace una estimación 
de cuál será su diámetro. 
El primer paso que se debe dar en la construcción del electroimán, es diseñar el carrete donde se va a 
bobinar el hilo conductor e introducir el núcleo de hierro. 
Tras varias pruebas con diferentes electroimanes, ya sean construidos por nosotros o disponibles en 
el laboratorio, se ha llegado a la conclusión de que el número de espiras que contenga, debe ser el 
máximo posible, de lo contrario, la corriente necesaria aplicada en los bornes del electroimán para 
conseguir hacer levitar la bola metálica a una distancia relativamente grande, será muy alta, haciendo 
que el electroimán se caliente demasiado dejando así de ser funcional. 
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La razón es sencilla, el hilo es conductor y como todo conductor, al circular una excesiva corriente, este 
se calienta, aumentando así su resistencia eléctrica. Lujo que no nos podemos permitir ya que el 
control sobre la corriente del electroimán debe ser óptimo para este proyecto. Los hilos conductores 
finos se calientan más que los hilos gruesos para la misma corriente aplicada, ya que al ser menor su 
sección, la densidad de corriente es mayor. Por lo tanto, se ha escogido el hilo más grueso disponible 
en el laboratorio, 0,5 mm de diámetro de material de cobre. Cabe destacar que cuanto más grueso sea 
el hilo, más espacio va a ocupar cada espira en el carrete, por ende, este debe ser suficientemente 
grande para poder albergar una gran cantidad de espiras. De no ser así, la fuerza magnética generada 
por el electroimán sería demasiado débil para atraer la bola. 
El carrete consta de un tubo estrecho, pero suficientemente ancho como para introducir el núcleo de 
hierro; pieza fundamental para aumentar la fuerza magnética generada por el electroimán. Los 
extremos del carrete están delimitados por dos discos de gran diámetro para poder retener todas las 
espiras. Con la ayuda de una impresora 3D y un programa informático en el cual se ha diseñado el 
carrete con sus correspondientes medidas y forma, se ha fabricado lo que será el carrete para el 
electroimán. 
  
Figura 2: Carrete para el electroimán. Izq: imagen por software. Dcha: imagen “real” 
Puede apreciarse que en su centro hay un hueco rectangular; es donde se introducirá el núcleo de 
hierro que se muestra en la siguiente figura: 
 
Figura 3: Núcleo de hierro 
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Las medidas del carrete se han hecho teniendo en cuenta varios factores. 
El entrehierro debe encajar en el rectángulo del carrete, para ello, teniendo en cuenta que la impresión 
3D tiende a imprimir de más en las partes vacías, ha sido necesario aumentar 3 mm los lados del 
rectángulo. Dado que la sección del hilo de cobre es de 0,5 mm, se elige una altura de 50 mm para el 
tubo central, para que aproximadamente cada capa albergue 100 espiras. El diámetro interior y 
exterior del carrete es de 35 mm y 75 mm respectivamente, de esta manera, podrá albergar como 
máximo 40 capas de espiras. 
Teniendo en cuenta los cálculos citados, idealmente, si se rellenase todo el carrete de espiras, 
suponiendo que todas estuvieran perfectamente colocadas, el número exacto de espiras sería: N = 
4000. 
Una vez construida la bobina se procede a colocar las espiras. Envolver manualmente el carrete con el 
hilo de cobre es un procedimiento muy tedioso, por ello, se ha utilizado un torno para realizar tal 
propósito. Gracias a un cuentakilómetros de bicicleta colocado en el eje del torno, se pudo saber el 
número de espiras del electroimán N = 2750. Valor que difiere bastante del calculado inicialmente N = 
4000, ya que como se ha explicado, esto solo ocurre en una situación ideal. 
Se hace el agujero pertinente en el techo de la maqueta para encajar el electroimán. Se atornillan los 
dos extremos del carrete al techo de la estructura, con tornillos de plástico. De esta manera, queda 
finalizada la parte estructural de la maqueta. 
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En este proyecto, los sensores son algo primordial. Sin ellos, no se conocería la posición de la bola, por 
lo tanto, no habría control sobre esta. 
Dos grandes candidatos para hacer la función de lectura de la posición de la bola, son el sensor de 
efecto Hall y el sensor infrarrojo. 
 
Sensor Hall: 
El sensor Hall es excelente para medir campos magnéticos. Como se sabe, la levitación de la bola 
metálica se consigue mediante campos magnéticos generados por el electroimán. Para una corriente 
constante aplicada al electroimán, si la bola metálica se acerca a éste, la magnitud del campo 
magnético aumenta. Esto es debido a que la bola actúa como si fuese una extensión del entrehierro 
del electroimán, lo que lógicamente hará que el campo magnético generado sea mayor, por lo que 
teóricamente, el sensor Hall detectaría variaciones en el campo magnético. 
Al probar el sensor Hall, inmediatamente quedó descartado debido a que el sensor era insensible a las 
pequeñas variaciones que generaba la bola sobre el campo magnético. 
Si la bola en lugar de ser metálica estuviese imantada, seguramente el sensor sí que detectaría estas 
variaciones, por lo cual, sí que sería de utilidad. 
 
Sensor Infrarrojo: 
El sensor Infrarrojo o sensor IR, es un dispositivo optoelectrónico capaz de medir la radiación 
electromagnética infrarroja. Con la colocación de un emisor IR en una de las columnas de la maqueta 
y un receptor IR en la otra columna, se consigue fácilmente una barrera infrarroja que detecta 
obstáculos que pasan a través de ella. De esta manera, la posición de la bola es detectada fácilmente. 
Por su fiabilidad, se ha decidido usar el sensor IR para este proyecto. A continuación, se muestran tres 









Figura 5: Tres imágenes ilustrativas del funcionamiento del sensor IR 
 
En la Figura 5 se puede apreciar que mientras la bola se mantenga lejos del campo de visión del 
receptor IR, este, recibirá todo el espectro infrarrojo procedente del emisor IR, en cambio, cuando la 
bola comienza a obstaculizar el campo de visión del receptor IR, el espectro infrarrojo que este recibe 
se va reduciendo hasta el punto en que no recibe radiación. 
Como se ha podido observar, la colocación del emisor IR y receptor IR está cerca del borde del 
electroimán. El motivo es para que la bola haga tope con el disco inferior de este, justo cuando el 
receptor IR reciba un 0 % del espectro infrarrojo. De no ser así, la bola podría subir más arriba del 
punto en el que el receptor recibe 0 % y éste comenzaría a recibir espectro infrarrojo de igual manera 
que lo haría si la bola fuese hacia abajo; creando así una confusión difícil de solucionar. 
Esta es una forma sencilla de explicar la función que tienen los sensores infrarrojos en este proyecto. 
Experimentalmente, su funcionamiento es mucho más complicado. Los sensores IR por lo general, 
funcionan como una campana de gauss, es decir, el máximo valor de radiación se concentra en el 
centro, mientras que los lados casi ni lo reciben; esto lo convierte en un sensor no lineal para un cambio 
lineal de posición. Por esto, hay que encontrar la zona en la que la función sensor - distancia sea lo más 
lineal posible. Para ello se han hecho pruebas con uno y con dos emisores IR, pero un único receptor 
IR para no complicar las medidas. 
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Como emisor IR se han elegido dos diodos emisores de luz IR de alta potencia “TSAL6200” y como 
receptor IR se ha elegido un fototransistor NPN “SFH FA”. (Ver hojas de características, Anexo 2) 
La disposición eléctrica de los elementos emisor IR y receptor IR para la toma de datos, es la siguiente: 
 
 
Figura 6: Circuito detector de posición de la bola metálica 
 
Se colocan los emisores IR en una de las columnas de la maqueta y el receptor IR en la otra columna. 
Ambos elementos se conectan al Arduino para alimentarlos con 5 V y leer los datos proporcionados 
por el receptor IR. Cuyo voltaje varía dependiendo de la posición de la bola, de [0 – 5]V y Arduino lo 
traduce en un rango de [0 – 1024]. 
Una vez montado el circuito de la Figura 6, se procede a tomar las medidas del sensor respecto de la 
distancia de la bola, para obtener una función que relacione estas dos variables. Esta función tendrá 
relevancia en capítulos posteriores. 
Las medidas se han tomado de la siguiente manera: 
Se hace un pequeño agujero en el centro del disco inferior del electroimán y en ausencia del 
entrehierro se introduce un hilo muy fino y transparente desde la parte de arriba del electroimán, 
pasando por el agujero que se ha hecho; se pega dicho extremo del hilo con un poco de celo a la bola 
metálica y se sostiene la parte del hilo que se ha quedado arriba de la estructura con la mano y una 
regla. Se van tomando las medidas del sensor por cada milímetro que va bajando la bola hasta un 
punto en el que esta quede fuera del rango de visión del emisor IR. De esta manera, se obtienen los 
valores del sensor correspondientes a cada milímetro. Teniendo en cuenta que la bola tiene un radio 
de 5 mm, la primera medida se toma a una distancia de 5,5 mm desde la parte inferior del electroimán 
hasta el centro de la bola. 
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A continuación, en la Figura 7 se presentan tres situaciones diferentes: 
1- Los dos emisores IR conectados (azul) 
2- Solo el emisor IR de arriba conectado (verde) 
3- Solo el emisor IR de abajo conectado (morado) 
 
Figura 7: Relación distancia - "sensor" para tres situaciones diferentes de los sensores. (incluida la relación distancia – 
corriente) 
 
La línea de color rojo representa la relación de la corriente necesaria aplicada al electroimán para que 
la bola se pegue a este, respecto a la posición de la bola, es decir, la corriente de equilibrio para cada 
posición. El eje vertical en este caso no es aplicable para esta; pero no importa, ya que solo sirve para 
visualizar la zona lineal de dicha función. Los valores experimentales de esta función se obtienen 
colocando la bola metálica encima de un montón de cartulinas de 1 mm de espesor, se varía el voltaje 
del generador hasta que la bola se pega al electroimán y se apunta el valor de corriente que marca el 
generador. Se repite este procedimiento para cada cartulina que se va quitando, es decir, para cada 
milímetro que la bola se aleja del electroimán. Obteniendo así una gráfica de puntos que relaciona la 
corriente de equilibrio para cada posición de la bola. Esta función tendrá relevancia en capítulos 
posteriores. 
Las dos líneas verticales situadas en [9,5; 12,5] mm representan el rango lineal que se ha escogido 
debido a que la función posición-corriente en equilibrio y las funciones de los sensores son 
relativamente lineales en dicha zona. 
De las tres opciones mencionadas, se ha escogido la de los dos emisores IR (azul), ya que se puede 
observar que es la función más lineal en dicho tramo, además, el rango de visión del receptor IR es el 
más amplio, por lo tanto, lo hace más fiable a grandes cambios en la posición de la bola. 
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2.3.2. PWM “Pulse Width Modulation” 
 
Arduino solo es capaz de entregar una señal continua de 5V como máximo y de una potencia 
insuficiente para que la corriente que circule por el electroimán haga levitar la bola donde queremos. 
Por ello, es necesaria la utilización de un generador de tensión. 
La idea de este proyecto es controlar la tensión que va a ir al electroimán mediante PWM “Pulse Width 
Modulation”. Esto es, se compila un programa en Arduino (Ver programa de Arduino, Anexo 1), capaz 
de producir pulsos de 5V con un ciclo de trabajo controlable, con los que con la ayuda de un transistor 
MOSFET “IRF540n” (Ver hojas de características, Anexo 2) y el generador de tensión, se van a convertir 




Como se puede ver en la Figura 8, cambiar el ciclo de trabajo de los pulsos PWM, implica cambiar el 
voltaje aplicado entre los bornes del electroimán, siendo este, un valor equivalente a una tensión 
continua en el tiempo, como muestran las líneas rojas. Para ello, el generador debe estar dispuesto en 
su valor máximo de tensión, que son 24 V. De esta manera, gracias al PWM controlable, se dispone de 
un rango de tensión en continuo de [0 – 24] V, para un PWM con un ciclo de trabajo programado en 
Arduino que varía entre [0 – 100]. 
Con esto, aplicando una regla del tres, se obtiene la ecuación que relaciona el ciclo de trabajo del PWM 







Siendo “V” la tensión equivalente en continuo aplicada entre los bornes del electroimán, y “PWM” el 
ciclo de trabajo de los pulsos generados por Arduino. 
Figura 8: Equivalencia en tensión continua entre los bornes del electroimán dependiendo del ciclo de trabajo del PWM 
procedente de Arduino 
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El propio Arduino utiliza por defecto una frecuencia fija para el PWM de las salidas digitales:  𝑓𝑃𝑊𝑀 =
490 𝐻𝑧, pero en este proyecto se ha diseñado un PWM con una frecuencia distinta:  𝑓𝑃𝑊𝑀 = 2 𝑘𝐻𝑧. 
Hay dos razones para dicho cambio, la primera, es que se ha considerado necesario que el número de 
periodos de PWM por cada periodo de muestreo sea suficientemente grande, esto es, que la 
frecuencia de oscilación de la señal de control (señal PWM) sea grande y por tanto filtrada por el 
sistema, y que en definitiva sea considera como continua por el sistema. La segunda razón es que se 
ha intentado que el periodo de muestreo sea múltiplo del periodo de PWM (se ha escogido una 
frecuencia de muestreo 𝑓𝑇 = 200 𝐻𝑧 ya que como posteriormente se verá en el diagrama de Bode de 
la función de transferencia en lazo abierto, es una frecuencia aceptable para muestrear el sistema) y 
así haya un número entero de periodos de PWM en cada periodo de muestreo, 10 en nuestro caso. 
A continuación, se muestra el circuito eléctrico diseñado para convertir los pulsos PWM de 5 V 
procedentes del Arduino, en pulsos de 24 V equivalentes a un valor de voltaje continuo en el tiempo 
aplicado entre los bornes del electroimán: 
 
Figura 9: Circuito conversor de PWM con señales de 5 V a PWM con señales de 24 V 
 
El transistor MOSFET, actúa como interruptor, abriendo y cerrando el canal al mismo ritmo de los 
pulsos PWM procedentes del Arduino, de esta manera, cuando la salida digital del Arduino entrega 0 
V, el transistor actúa en corte, lo que provoca que entre los bornes del electroimán haya 0 V. Cuando 
la salida del Arduino entrega 5 V, el transistor actúa en saturación lo que provoca que entre los bornes 
del electroimán haya 24 V. 
Las resistencias “Rg” y “Rs” son necesarias para el correcto funcionamiento del sistema. Valores altos 
de “Rg”, implican menores intensidades, por lo tanto, menor consumo en Arduino; pero hay que tener 
en cuenta que aumentar el valor de “Rg” implica también que las transiciones del PWM sean más 
lentas haciendo que el transistor pase más tiempo en la región óhmica, por lo que este se calentaría 
más en las conmutaciones. Por eso, es conveniente que el valor de “Rg” sea de 1 𝑘𝛺 aprox. La 
resistencia “Rs”, en cambio, tiene como utilidad poner la puerta del transistor a tierra en los momentos 
en los que la salida del Arduino está en alta impedancia. Este estado se mantiene por ejemplo durante 
el arranque del programa. Para ello, el valor de “Rs” debe alto, del orden de 10 𝑘𝛺 o superior. [2] 
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Por otro lado, se puede apreciar en el circuito, que entre los bornes del electroimán se ha colocado un 
diodo llamado “flyback”. Este diodo tiene como propósito evitar que el transistor o el Arduino resulten 
dañados a causa de las corrientes inducidas por el electroimán cuando por este no circula corriente, 
es decir, en los momentos en los que el PWM está en baja. Para ello, el diodo proporciona un recorrido 
de mínima resistencia que permite disipar dichas corrientes inducidas. 
 
 
Figura 10: Funcionamiento del diodo "flyback" en una carga inductiva 
 
Este fenómeno ocurre debido a que, como cualquier carga inductiva, al circular una corriente por ella, 
se genera un campo magnético; pero cuando la corriente deja de circular, el campo magnético 
disminuye bruscamente generando así una corriente de valor altísimo durante un pequeño instante 
de tiempo, generando de nuevo un campo magnético que a su vez generará corriente, y esto se repite 
en un bucle hasta que la disipación por calor acaba con este proceso. 
Para evidenciar la magnitud del problema si no se hace uso del diodo “flyback”, se han tomado 
medidas del voltaje en los bornes del electroimán, con y sin este diodo. Las medidas se han tomado 
con un osciloscopio conectando el canal amarillo a la salida del PWM del Arduino, con 5 V en alta, 
donde para esta prueba se ha programado el PWM con un ciclo de trabajo del 50 %. El canal azul se ha 
conectado a la parte del electroimán que conecta con el drenador del transistor (ver Figura 9). En este 
experimento, para no dañar el circuito se ha utilizado un valor de voltaje del generador de 5 V en vez 
de 24 V.  
Puede llevar a confusión el hecho de que en la imagen se muestre que cuando el PWM está en alta, el 
valor del canal azul está en baja. Esto es porque la lectura que hace el canal azul no es la diferencia de 
tensión entre los bornes del electroimán, si no la diferencia de tensión entre la parte del electroimán 
que conecta con el drenador del transistor y tierra. Es necesario conectar uno de los bornes a tierra ya 
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Sin diodo “Flyback”: Con diodo “flyback”: 
  
Figura 11: Representación en el osciloscopio de la tensión del PWM procedente del Arduino (amarillo) y la diferencia de 
tensión entre la parte del electroimán que conecta con el transistor, y tierra (azul). Para un voltaje de 5 V entregado por el 
generador de tensión 
 
En la imagen izquierda de la Figura 11, el osciloscopio muestra un primer pico de 105 V con tan solo 5 
V en la salida del generador de tensión; cabe entender que, si se aplican los 24 V necesarios del 
generador de tensión, este pico de voltaje sería mucho mayor, por lo que podría causar grandes 
deterioros en el transistor o incluso en el Arduino. Además, la naturaleza oscilatoria de la onda no 
ayuda a obtener la señal continua equivalente que se desea. 
La imagen de la derecha de la Figura 11 en cambio, representa lo mismo que la imagen izquierda, con 
el único añadido del diodo “flyback” entre los bornes del electroimán. Se puede apreciar que no solo 
ha desaparecido el pico de tensión de 105 V, sino que también hace que el valor del voltaje sea 
continuo en todo momento. Por lo tanto, queda demostrado que el diodo “flyback” es un elemento 
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2.3.3. Circuito completo 
 
Una vez definidas las diferentes partes del circuito, falta conexionarlas al Arduino para que trabajen 
todas a la vez. De este modo, se obtiene el circuito completo del sistema: 
 
 
Figura 12: Circuito completo 
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Capítulo 3: Modelo matemático 
 
En los sistemas de control, la modelización matemática del sistema es imprescindible dado que 
el diseño del controlador se va a realizar con el modelo matemático obtenido. Por ello, como el sistema 
de levitación magnética es un sistema a controlar, se debe obtener su modelo matemático. 
El elemento sobre el que se quiere tener control es la bola metálica que va a levitar. Por ello, se debe 
modelizar matemáticamente su dinámica para mantenerla levitando a una distancia fija del 
electroimán. Para modelizar matemáticamente el sistema, hay que hallar las ecuaciones que rigen su 
dinámica. 
Como se vio en el capítulo anterior, la posición de la bola es controlada por la tensión que hay entre 
los bornes del electroimán debido a la fuerza magnética que esta genera sobre la bola. Dicha tensión 
es controlada directamente por el Arduino, por lo tanto, habrá que obtener la ecuación que relacione 
el voltaje aplicado entre los bornes del electroimán con la posición de la bola. 
La ley de Biot – Savart determina que el campo magnético generado por una espira a una distancia 
respecto de su centro, está relacionado con la corriente que circula por ella. De aquí se obtiene la 
ecuación de la fuerza magnética ejercida a la bola metálica, que relaciona la corriente que circula por 
el electroimán respecto a la posición de la bola. Pero como no se dispone de un generador de corriente, 
esta ecuación resulta insuficiente, por lo tanto, falta deducir la ecuación eléctrica que relaciona la 
corriente que circula por el electroimán con la tensión entre sus bornes. 
Dicho esto, se deben conocer dos ecuaciones que definan la dinámica del sistema: La ecuación 
mecánica, referida a las fuerzas que actúan sobre la bola y la ecuación eléctrica, referida a la relación 
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3.1. Ecuaciones del sistema en el dominio del 
tiempo 
 
3.1.1. Ecuación mecánica 
 
 
Figura 13: Imagen que representa las fuerzas que actúan sobre la bola metálica 
 
La ecuación mecánica corresponde a la aceleración que experimenta la bola, a través de las dos fuerzas 
que actúan sobre ella, la gravitatoria y la magnética:  
𝐹𝑔 = 𝑚𝑔   (3.1) 
 
Como se ha comentado antes, se tiene la ecuación de la fuerza magnética que relaciona la corriente 
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Aplicando la ley de Newton al sistema mecánico, se obtiene la ecuación que define su dinámica: 






En este proyecto se emplea un control lineal, por lo tanto, todas las ecuaciones del sistema deben ser 
lineales. Como podemos observar, la ecuación anterior no lo es, de modo que es necesario linealizarla. 
Hay que tener en cuenta que en este trabajo las variables “x” e “i” no muestran explícitamente su 
dependencia con el tiempo, pero se debe presuponer que sí que dependen del tiempo. 
 
Linealización de la ecuación mecánica: 




= 𝑓(𝑥, 𝑖) 
(3.5) 
 
Para linealizar la función (3.5), basta con obtener el primer término de la serie de Taylor de dicha 
función alrededor de un punto de equilibrio: 










(𝑖 − 𝑖0) 
(3.6) 
 
Donde el subíndice "0” representa el punto de equilibrio, por lo tanto, 𝑥0 es la posición de la bola en 
el equilibrio medida en metros desde la parte inferior del electroimán hasta el centro de la bola, e 𝑖0 
es la corriente en el equilibrio medida en amperios, que representa la corriente que debe circular por 
el electroimán para que la bola se mantenga en la posición 𝑥0. O dicho en términos experimentales, la 
mínima corriente necesaria para que la fuerza magnética venza a la fuerza gravitatoria y la bola se 
pegue al electroimán. 
Cuando en este texto se hace referencia al concepto “punto de equilibrio” se debe entender que se 
refiere a un estado en el que la fuerza gravitatoria y la magnética son idénticas. Por esta razón hay ∞ 
puntos de equilibrio; pero una vez se elige la distancia a la que se quiere hacer levitar la bola, dicho 
punto de equilibrio se define como el punto en el que la bola estará levitando. 
Como se ha comentado en el capítulo anterior, la zona lineal de las funciones distancia-corriente y 
distancia-“sensor”, se define en el tramo [9,5 – 12,5] mm (Ver Figura 7). Escogemos como posición 
óptima el centro de dicho tramo, esto es: 
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Para hallar 𝑖0, basta con encontrar la corriente necesaria para que la bola se pegue al electroimán 
estando la bola a 11 mm de distancia de este. En el capítulo anterior se trazó un gráfico con los valores 
de corriente en equilibrio correspondientes a la posición de la bola, por lo tanto, habría que observar 
el valor de la corriente para la posición 𝑥0 = 11 𝑚𝑚. 
 
Figura 14: "En rojo" regresión lineal de la función distancia - corriente 
 
Si se observa la Figura 14, se puede ver que no hay ningún dato experimental para la distancia 𝑥0 =
11 𝑚𝑚, pero no importa, se traza una línea entre los puntos experimentales y se observa que el valor 
de corriente para dicha posición es el siguiente: 
𝑖0 = 0,3831 𝐴 (3.8) 
 
Quedan por lo tanto definidas la posición de la bola y la corriente que circula por el electroimán en el 
punto de equilibrio. 
Volviendo a la ecuación no lineal (3.6), cada uno de los términos de esta se definen como sigue: 





























 Capítulo 3                  
Modelo matemático 
Sustituyendo las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11) en la ecuación (3.6), se obtiene la función linealizada: 























3 𝑥 − 2𝐾
𝑖0
𝑥0
2 𝑖 = 𝑚?̈? 
(3.13) 
 
En el equilibrio (𝑥 = 𝑥0, 𝑖 = 𝑖0), la bola no experimenta aceleración (?̈?0 = 0), por lo que de la ecuación 



















Despejando la constante “K” de la ecuación (3.14) y sustituyéndolo en la ecuación (3.15) se obtiene la 










3.1.2. Ecuación eléctrica 
 
Una vez obtenida la ecuación mecánica que define la dinámica de la bola en relación con la corriente 
que circula por el electroimán, se procede a hallar una ecuación que relacione dicha corriente con la 
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Un electroimán es equivalente a una inductancia en serie con una resistencia: 
 
Figura 15: Equivalencia circuital del electroimán 
 
donde: 
𝑣(𝑡) = 𝑣𝑅(𝑡) + 𝑣𝐿(𝑡) (3.17) 
 
Observando la Figura 15, “R” es la resistencia eléctrica del alambre que enrolla al electroimán. “𝐿(𝑥)” 
es la inductancia del sistema completo, es decir, su valor no solo depende del electroimán, sino que 
también lo hace de la posición de la bola metálica. El valor máximo de 𝐿(𝑥) se haya cuando la bola 
metálica está próxima al electroimán y su valor decrece a una constante cuando la bola es retirada 
𝑥 → ∞. Por ello, se asume que la dependencia de la posición de la bola en la inductancia queda de la 
siguiente manera: [1] 






𝐿𝑖 es la inductancia generada únicamente por el electroimán. 𝐿0 y 𝑥0 son respectivamente una 
constante y la posición de la bola en el equilibrio. 𝑥 es la posición de la bola. 
En este proyecto, como la bola se mantiene siempre en la misma posición 𝑥0 = 11 𝑚𝑚, o muy cerca 
de dicho punto en los casos en los que se aplica un cambio de referencia, para facilitar los cálculos, se 
puede deducir que la inductancia no depende de la posición de la bola, entonces, la ecuación (3.18) 
queda: 
𝐿(𝑥) = 𝐿𝑖  (3.19) 
 
Aplicando la ley de Ohm y la ley de Faraday para las tensiones 𝑣𝑅(𝑡) 𝑦 𝑣𝐿(𝑡) respectivamente en la 
ecuación (3.17), se obtiene: 
𝑣 = 𝑖𝑅 + 𝐿𝑖
∂i
∂t
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𝑣 = 𝑖𝑅 + 𝑖̇?̇?𝑖 (3.20) 
 
 
3.2. Ecuaciones del sistema en el dominio de 
Laplace 
 
Para poder aplicar técnicas de control clásico que se van a utilizar a lo largo del trabajo, es necesario 
convertir las ecuaciones del dominio temporal al dominio de Laplace. Para ello, en esta sección se 
procede a hacer la transformada de Laplace de las ecuaciones dinámicas linealizadas del sistema. 
 
3.2.1. Ecuación mecánica 
 
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (3.16), y considerando nulas las condiciones 
iniciales de todas las variables, se obtiene la función de transferencia que relaciona la posición de la 
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3.2.2. Ecuación eléctrica 
 
Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (3.20), y considerando nulas las condiciones 
iniciales de todas las variables, se obtiene la función de transferencia que relaciona la corriente que 




































La unión de ambas ecuaciones representa la función de transferencia de la planta; que relaciona el 















Sustituyendo los valores de (3.7) y (3.8) en las ecuaciones (3.22) y (3.23) respectivamente, se obtienen 
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Las constantes “𝐿𝑖” y “R” de la ecuación (3.25) se obtienen experimentalmente con un aparato especial 
para medir inductancias y un multímetro, respectivamente: 
𝐿𝑖 = 0,5806 𝐻 (3.28) 
 
𝑅 = 40 𝛺 (3.29) 
 
El hecho de que la resistencia de la bobina aumente con la temperatura, ha sido y es un gran 
inconveniente para este proyecto. Ya que, por ejemplo, a la hora de tomar medidas para hallar las 
funciones del sistema se han tenido que repetir varias veces las pruebas a lo largo de varios días debido 
al calentamiento que sufría el electroimán por circular una corriente tan alta. Pero una vez terminada 
la parte experimental del trabajo, el calentamiento del electroimán puede ser un inconveniente para 
el mantenimiento de la bola en levitación, ya que una continua circulación de corriente a través de él, 
aunque no sea muy grande, si se mantiene mucho tiempo (alrededor de 15 minutos o más), puede 
llegar a calentarlo, aumentando así la resistencia eléctrica del cable, produciendo así una inestabilidad 
en el sistema, ya que el modelo matemático del sistema sería distinto al definido en un principio. 
Dicho esto, en situaciones habituales, la función de transferencia de la planta queda de esta manera: 
𝐺(𝑠) =
−88,1783




La ecuación (3.30) representa la función de transferencia de la planta obtenida de forma teórica con 
la adquisición experimental de algunas constantes y funciones. Es de esperar que dicha ecuación no 
sea una representación exacta del modelo matemático real de la planta. Por ello, sería interesante que 
para un posible trabajo futuro se valide el modelo matemático de la planta de forma experimental. 
 
3.3. Diagrama de bloques del sistema 
 
La posición de la bola es medida por el sensor, por lo tanto, es necesario encontrar una ecuación que 
relaciona la distancia de la bola con la salida del sensor; para ello, se hace una regresión lineal con los 
puntos de la Figura 7. 
Para hacer la regresión lineal, se toman 2 valores de dicha gráfica alrededor de la posición 𝑥0 =
11 𝑚𝑚; puede que sea inusual tomar solo 2 valores para hacer una regresión lineal, pero dado que el 
sistema no es lineal, esto es, solamente se ha definido como “lineal” a las proximidades de la posición 
𝑥0 = 11 𝑚𝑚, además, la bola se mantendrá levitando en dicha zona, podría ser perjudicial tomar 
valores más lejanos de dicha zona. Por ello, los puntos que se han tomado son [10,5 y 11,5] mm. 
observando la Figura 16, se toman los valores del sensor para esas posiciones y se hace una regresión 
lineal con Scilab: 
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Figura 16: "En rojo" regresión lineal de la función distancia - sensor 
 
Obteniendo así la siguiente ecuación lineal: 
𝑆𝑒𝑛 = 146260𝑥 − 1075,35 (3.31) 
 
El sensor debe aparecer en el diagrama de bloques del sistema como función de transferencia que 
relaciona la distancia de la bola con la salida del sensor [0 – 1024]. La función de transferencia, por lo 







Hay que tener en cuenta que las señales con las que se va a trabajar son incrementos desde el punto 
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A continuación, se representa el diagrama de bloques del sistema discreto: 
 
 
Figura 17: Diagrama de bloques discreto del sistema 
 
“H(z)” y “G(s)” son las funciones de transferencia del sensor y la planta respectivamente y “C(z)” es el 
controlador que se diseñará en el siguiente capítulo. 
“E(z)” es el error de posición; la diferencia entre la posición de la bola y la referencia. 
𝐸(𝑧) = 𝑋(𝑧) − 𝑅(𝑧) (3.33) 
 
Se puede observar que, en este sistema de control, a diferencia de los sistemas de control habituales, 
a la salida “X(z)” se le resta la referencia “R(z)” y no al revés. Esto es debido a que como la ecuación de 
la planta es negativa, para que el sistema sea estable en lazo cerrado, o la ganancia del controlador 
debe ser negativa, o la señal de error debe ser cambiada de signo; en este caso, se ha escogido la 
segunda opción. 
“∆𝑆𝑒𝑛(𝑧)” es el error de posición en unidades de sensor: 
∆𝑆𝑒𝑛(𝑧) = 𝐸(𝑧)𝐻(𝑧) (3.34) 
 
“∆𝑉(𝑧)” es la salida del controlador y representa el incremento de voltaje que se le debe añadir al 
voltaje en equilibrio “𝑉0”  para que la bola se mantenga en levitación. Hay que tener presente que el 
valor de “∆𝑉(𝑧)” puede ser positivo y negativo. 
∆𝑉(𝑧) = ∆𝑆𝑒𝑛(𝑧)𝐶(𝑧) (3.35) 
 
“V(z)” es el valor total de voltaje que se aplica entre los bornes del electroimán. 
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El valor de 𝑉0 se halla de la siguiente manera: 
En el capítulo anterior se explica que el PWM está directamente relacionado con la diferencia de 
tensión aplicada entre los bornes del electroimán. Por lo tanto, basta con hallar el PWM necesario para 
que la bola levite a 11 mm. 
Con la ayuda de unos bloques de madera y algunas cartulinas, se coloca la bola a una distancia de 11 
mm del electroimán, y se verifica que para un PWM con un ciclo de trabajo de 69,8 % la fuerza 
magnética vence a la gravitatoria y la bola se pega al electroimán, por lo tanto, se tiene que el PWM 
en equilibrio para 𝑋0 = 11 𝑚𝑚 es: 
𝑃𝑊𝑀0 = 69,8 (3.37) 
 




















0,011 m 146260 






(𝑠 + 42,226)(𝑠 − 42,226)(𝑠 + 68,8942)
 
Tabla 1: Valores de las funciones del diagrama de bloques 
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Capítulo 4: Control 
 
Una vez definida la función de transferencia de la planta y del sensor, se procede a diseñar el 
controlador del sistema. 
Las técnicas que se han utilizado para diseñar el controlador están basadas en el estudio del dominio 
frecuencial del sistema, utilizando como herramienta principal el diagrama de Bode de la función de 
transferencia en lazo abierto. Por ello, se escoge una red de compensación como tipo de controlador 
para el sistema. Como posteriormente se verá, las redes de compensación que finalmente se diseñarán 
son una red de atraso y otra de adelanto puestas en serie. De esta manera, la función de transferencia 
en lazo abierto en el dominio discreto quedará: 
𝐹𝑇𝐿𝐴(𝑧) = 𝐻(𝑧). 𝐾. 𝐴𝑇(𝑧). 𝐴𝐷(𝑧). {(𝐷 𝐴)⁄ 𝐺(𝑠)(𝐴 𝐷)}⁄  (4.1) 
 
Donde “H(z)” es la función de transferencia del sensor, “K” es la ganancia proporcional, “AT(z)” es la 
red de atraso, “AD(z)” es la red de adelanto, “(D/A) y (A/D)” son el conversor digital – analógico y el 
conversor analógico – digital respectivamente y G(s) es la función de transferencia de la planta. 
Se recuerda que el diagrama de bloques en lazo cerrado del sistema completo queda de esta manera: 
 
Figura 18: Diagrama de bloques discreto del sistema 
 
Como se ve en la Figura 18, el controlador es discreto, pero ello no obliga a utilizar técnicas discretas 
para el diseño de este. Por ello, por su comodidad, se han decidido aplicar técnicas en el tiempo 
continuo para diseñar el controlador en el dominio “s”, y una vez diseñado, se discretiza pasándolo al 
dominio “z” mediante la transformación bilineal. Queda también para un trabajo posterior el realizar 
diseños directamente digitales y estudiar las posibles mejoras respecto al diseño en continuo realizado 
en este trabajo. 
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De esta manera, la función de transferencia en lazo abierto en el dominio continuo queda: 
𝐹𝑇𝐿𝐴(𝑠) = 𝐻(𝑠). 𝐾. 𝐴𝑇(𝑠). 𝐴𝐷(𝑠). 𝐺(𝑠) (4.2) 
 
4.1. Ganancia proporcional 
 
Antes de diseñar la red de compensación, se debe escoger una ganancia proporcional “K” para el 
controlador, cuya elección se basa en que el error en estado estacionario “𝑒𝑠𝑠” sea muy pequeño.  
Dado que el sistema es de tipo 0, es decir, no tiene integrador en la cadena directa, para conseguir un 
error en estado estacionario nulo sería necesario un control integral. Para al menos reducir dicho error, 
es necesario que la ganancia proporcional sea grande. 







Para una entrada escalón: 𝑅(𝑠) =
𝑅
𝑆
 , donde R es el valor de la referencia y aplicando el teorema del 
valor final a la ecuación (4.3), se obtiene la ecuación que relaciona la ganancia proporcional con el 















≤ 0,1 y sustituyendo en la ecuación (4.4), la ecuación (3.30) y la ecuación (3.32) trasladada 
al dominio continuo, se obtiene el mínimo valor de ganancia proporcional para obtener un error en 
estado estacionario del 0,1 %: 
𝐾 ≥ 9,5153 (4.5) 
 
Para no acercarse mucho al valor límite del error en estado estacionario, se escoge el siguiente valor 
para la ganancia proporcional: 











Una vez definida la ganancia proporcional del controlador, el siguiente paso es estudiar la estabilidad 
del sistema. Es razonable trazar el lugar de Nyquist del sistema en lazo abierto para observar la 
estabilidad del sistema, y a partir de ahí, con la ayuda del diagrama de Bode del sistema en lazo abierto, 
determinar cuáles van a ser los pasos para diseñar el controlador. 
Según el criterio de Nyquist, para que un sistema en lazo cerrado sea estable, el lugar de Nyquist de la 
función de transferencia en lazo abierto debe encerrar el punto (-1, j0) un número de veces igual al 
número de polos de FTLA contenidos en el semiplano derecho del plano “s”, y los encierros, si los hay, 
deben producirse en sentido contrario al seguido al recorrer el camino de Nyquist. El sentido del 
recorrido de Nyquist es antihorario. 
Observando la ecuación (3.30), se demuestra que hay un único polo de FTLA contenido en el semiplano 
derecho del plano “s”. Por lo tanto, para que el sistema sea estable, el punto (-1, j0) debe ser encerrado 
una única vez en sentido horario. 
Para estudiar la estabilidad del sistema, se dibuja mediante Scilab el diagrama de Nyquist de FTLA 
teniendo en cuenta que el controlador es únicamente una ganancia proporcional: 
 
Figura 19: Diagrama de Nyquist de FTLA compensada en ganancia 
 
Hay que tener en cuenta que Scilab dibuja el camino de Nyquist en sentido contrario, por lo tanto, la 
dirección del lugar de Nyquist en los gráficos generados por Scilab, deben interpretarse en el sentido 
contrario al que muestran. Como se puede ver en la Figura 19, el punto (-1,0j) está encerrado una vez 
por el camino de Nyquist, en sentido antihorario. Pero como se ha comentado anteriormente, para 
que el sistema sea estable, el lugar de Nyquist de FTLA debe encerrar una vez el punto (-1,0j) en sentido 
horario. Dicho esto, se deduce que el sistema es inestable en lazo cerrado. 
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4.3. Redes de compensación 
 
Para analizar mejor el sistema, se muestra el diagrama de bode de la función de transferencia en lazo 
abierto compensada en ganancia: 
 
Figura 20: Diagrama de Bode de FTLA compensada en ganancia 
 
Como puede observarse en la Figura 20, el margen de fase para todas las frecuencias es negativo, y 
como se busca un margen de fase positivo para que el camino de Nyquist encierre el punto (-1, 0j) en 
sentido horario, queda evidente la inestabilidad del sistema para cualquier valor del control 
proporcional. También se puede concluir que aplicando una red de atraso tampoco se consigue 
estabilizar el sistema, ya que es necesario “subir” la curva de fase para obtener un margen de fase 
positivo, por lo que la única manera de conseguirlo es aplicando una red de adelanto. 
Teniendo en cuenta que se va a aplicar una red de adelanto, lo que supone una subida de la curva de 
módulo del sistema (a frecuencias altas), y por tanto un desplazamiento de la frecuencia de ganancia 
crítica a valor mayores, conviene utilizar también una red de atraso. Dado que el sistema va a ser 
discretizado con una frecuencia de muestreo 𝑓𝑚 = 200 𝐻𝑧, para que no se produzcan efectos como 
el “Aliasing”, se debe cumplir el teorema de Nyquist, es decir, asegurarse que las frecuencias 
superiores a 𝑓𝑁𝑦𝑞𝑢𝑖𝑠𝑡 =
𝑓𝑚
2
= 100 𝐻𝑧 se atenúen en gran medida. Para ello, la red de atraso es capaz 
de desplazar la curva de módulo a frecuencias menores y con ello “bajar” la curva de módulo en las 
frecuencias cercanas a la de Nyquist. 
Dicho esto, queda claro que el controlador debe estar compuesto por un control proporcional, una red 
de atraso y una red de adelanto. 
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4.3.1. Red de atraso 
 




 ;  "𝑐𝑜𝑛 𝑎 < 0" 
(4.7) 
 
Los parámetros de la red de atraso se definen delimitando el rango de la curva de ganancia de este, 
para ello, se muestra el diagrama asintótico de bode de la red de atraso: 
 
 
Figura 21: Diagrama de Bode de la red de atraso 
 
Como la ganancia del sistema compensado en ganancia a frecuencias bajas es de 64 dB aprox, se 
prueba a reducir la curva de módulo en unos 64 dB: 
20 log10 𝑎 = 64 𝑑𝐵 (4.8) 
 
De la ecuación (4.8) se deduce el valor de “a”: 
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Se decide aplicar el extremo derecho a una frecuencia 𝑓𝑑 = 1 𝐻𝑧, por ejemplo, para así alejar la 
frecuencia de ganancia crítica de la de Nyquist. Por lo tanto, según las ecuaciones (4.9) y (4.11): 
𝑇𝑎 = 265,25824 (4.12) 
 







Ahora se estudia el diagrama de bode del sistema aplicando la red de atraso: 
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Como se ve en la Figura 22, no se ha conseguido estabilizar el sistema en lazo cerrado con la red de 
atraso, pero sí bajar la curva de módulo, de modo que para 𝑓𝑁𝑦𝑞𝑢𝑖𝑠𝑡 = 100 𝐻𝑧 la ganancia es de – 67 
dB. Por lo tanto, queda cumplido el objetivo de atenuar la ganancia a frecuencias cercanas a la de 
Nyquist. 
 
4.3.2. Red de adelanto 
 
Una vez definida la red de atraso, se procede a diseñar la red de adelanto, cuyo objetivo es el de 
estabilizar el sistema. 
Obviamente, aun con la aplicación de la red de atraso la curva de fase sigue siendo negativa para todas 
las frecuencias. Por lo tanto, el sistema sigue siendo inestable. Se puede deducir que, para conseguir 
estabilizarlo, basta con aplicar una red de adelanto de tal forma que haya un tramo de frecuencias 
donde el margen de fase sea positivo; doblando así el diagrama de Nyquist de modo que se creen tres 
“anillos” siendo el del centro, recorrido en sentido horario por el lugar de Nyquist. Así, encerrando el 
punto (-1, 0j) por dicho “anillo”, se conseguiría estabilizar el sistema. A continuación, se muestra un 
ejemplo ilustrativo de lo que se acaba de explicar: 
 
 
Figura 23: Doble pliegue sobre el diagrama de Nyquist con la aplicación de una red de adelanto 
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Al igual que para la red de atraso, los parámetros de la red de adelanto se definen delimitando el rango 
de la curva de ganancia, para ello, se ilustra el diagrama de bode asintótico de la red de adelanto:  
 
Figura 24: Diagrama de Bode de la red de adelanto 
 














La manera de diseñar esta red ha sido diferente que para la red de atraso. Dado que nuestro sistema 
no es de fase mínima, se ha realizado un proceso de prueba - error para encontrar el mayor margen 
de fase posible. El procedimiento consiste en ir probando para diferentes 𝑓𝑖 y 𝑓𝑑 con el control 
proporcional, la red de atraso y la red de adelanto juntas. Se va observando el diagrama de Bode para 
cada prueba que se hace hasta que se encuentra el mayor margen de fase. Estos son los valores para 
los que se consigue el mayor margen de fase posible: 𝑓𝑖 = 2,5 𝐻𝑧 𝑓𝑑 = 35 𝐻𝑧 
Aplicando dichos valores a las fórmulas (4.15) y (4.16) se obtiene: 
𝑇𝑏 = 0,0045473 (4.17) 
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El diagrama de bode del sistema en lazo abierto, aplicando el control proporcional y la red de 
compensación por atraso y adelanto de fase queda: 
 
 
Figura 25: Diagrama de Bode de FTLA compensada en ganancia, con la red de atraso y la red de adelanto 
 
Se puede observar en la Figura 25 que el margen de fase es positivo, por lo tanto, queda así estabilizado 
el sistema. Además, las frecuencias similares y superiores a la de Nyquist siguen estando muy 
atenuadas, -43,6 dB, por lo tanto, tampoco hay problemas para discretizar el sistema con el periodo 
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El diagrama de Nyquist con el control completo queda así: 
 
Figura 26: Diagrama de Nyquist de FTLA compensada en ganancia, con la red de atraso y la red de adelanto 
 
En la Figura 26, se puede observar que se ha conseguido lo que se pretendía; doblar el diagrama de 
Nyquist de tal forma que se creen tres “anillos” y en el del medio, se encuentre el punto (-1, 0j), siendo 
este rodeado por el camino de Nyquist en sentido horario. Respecto a la estabilidad relativa, dentro 
de los límites que nos da nuestro sistema, se ha conseguido que sea aceptable ya que como se puede 
ver, el punto (-1+0j) está centrado en la zona estable. 
 
4.3.3. Control completo 
 
Una vez definido el control proporcional, la red de atraso y la red de adelanto, se unen para formar el 
controlador del sistema: 
𝐶(𝑠) = 𝐾. 𝐴𝑇(𝑠). 𝐴𝐷(𝑠) = 0,1519818
𝑠2 + 21,991145𝑠 + 98,6960281
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Donde “T” es el periodo de muestreo que se ha escogido anteriormente. 
𝑇 = 0,005 𝑠𝑔 (4.22) 
 
Aplicando las ecuaciones (4.21) y (4.22) en la ecuación (4.20) se obtiene el controlador discreto: 
𝐶(𝑧) = 0,0858211
𝑧2 − 1,8934971𝑧 + 0,8958345




Se aplica el control digital en Arduino, y compilado el programa correspondiente para hacer que la bola 
levite a 𝑥 = 11 𝑚𝑚 (Ver programa de Arduino, Anexo 1), se conecta el generador de tensión con 24 
V en las conexiones correspondientes del circuito de la Figura 12. Se va acercando la bola metálica 
manualmente a una distancia 𝑥 = 11 𝑚𝑚 aprox de la parte inferior del electroimán, se suelta y se 
comprueba que efectivamente la bola se mantiene levitando: 
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4.4. Análisis del sistema ante cambios de referencia 
 
Una vez cumplido el objetivo principal del proyecto, conseguir que la bola levite, el siguiente paso es 
el de estudiar el análisis transitorio y permanente del sistema ante cambios de referencia. 
Tras varias pruebas con diferentes cambios de referencia, se comprueba que antes de que la bola se 
desestabilice y deje de levitar, el máximo cambio de referencia aplicable hacia arriba es de 0,45 mm 
(partiendo de algo más abajo de 11 mm, para intentar no salirse de la zona lineal definida). Mientras 
que el máximo cambio de referencia aplicable hacia abajo es algo mayor, 0,55 mm (partiendo en este 
caso de algo más arriba de 11 mm por el mismo motivo explicado). Teóricamente el máximo cambio 
de referencia debería ser igual hacia los dos sentidos, pero en la práctica, efectos como las zonas no 
lineales de la fuerza magnética, la calibración de los sensores, entre otros, hacen que los dos sentidos 
no sean simétricos produciendo así este tipo de diferencias. 
Mediante Arduino, se diseña un temporizador el cual cada 5 segundos introduce un cambio de 
referencia. Para guardar los datos proporcionados por el sensor sobre la posición de la bola, incluidos 
los instantes de tiempo para cada posición, resulta inadecuado usar la misma placa Arduino que la que 
se está usando, ya que el hecho de guardar datos ralentiza los procesos que se están llevando a cabo 
en la placa, por ello, se hace uso de una segunda placa Arduino, la cual guardará en una tarjeta SD 
externa los datos proporcionados por el sensor con sus correspondientes instantes de tiempo. Una vez 
que la tarjeta SD haya guardado la cantidad de datos deseada, se traza una gráfica de la posición de la 
bola respecto del tiempo: 
 
Figura 28: Posición de la bola ante diferentes cambios de referencia. “Valor esperado”, es el valor de la referencia que se ha 
definido en Arduino para llevar la bola a dicho punto. “Media” es una media experimental de todos los puntos de posición 
de la bola para cada región. 
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Se puede ver en la Figura 28, que el valor medio de cada región no difiere casi nada del valor esperado, 
solamente en alguna centésima de milímetro más debajo de lo esperado. 
Para analizar más detalladamente el transitorio y el permanente ante un cambio de referencia, se hace 
“zoom” en alguno de los tramos, por ejemplo, en el primero, donde el cambio de referencia es de 0,25 
mm hacia arriba. También se hace una simulación teórica mediante Scilab, de la posición de la bola 
para el mismo cambio de referencia; de esta manera, se podrá hacer una comparación entre el modelo 
experimental y el modelo teórico. Dependiendo de su similitud, se sabrá si el modelo matemático 
definido del sistema se acerca o no al modelo matemático real: 
 
Simulación experimental: Simulacion en teórica: 
  
Figura 29: Izq: Simulación experimental. Dcha: Simulación teórica ante una entrada escalón de 0,25 mm 
 
Analizando la simulación experimental (imagen de la izquierda de la Figura 29) se puede ver que el 
valor absoluto del rebose es de 0,3255 mm, llegando la bola a una distancia de 10,6888 mm respecto 
del electroimán. Siendo el rebose porcentual R = 129,064 %. Se puede decir que para este sistema no 
se considera como un rebose muy grande ya que como se había definido en el capítulo 2, la zona 
“líneal” del sistema se encuentra entre [9,5; 12,5] mm. 
Dado que nuestro sistema en su estado estacionario es muy oscilante debido a las imprecisiones del 
sensor, del modelo matemático que no es exacto y otras características no lineales del sistema, se ha 
redefinido el tiempo de establecimiento como el tiempo en el que la posición no varía más del 50 % 
del valor final, en lugar de usar la definición común que define este porcentaje en 2 %. Por ello, con la 
definición impuesta, el tiempo de establecimiento es de 𝑡𝑝 = 469 ms. 
Analizando ahora la simulación teórica (imagen derecha de la Figura 29), se puede decir que la 
simulación experimental y la teórica no se parecen mucho, ya que en la imagen de la izquierda se 
observan bastantes más oscilaciones que en la imagen de la derecha. Aun así, se toman los datos del 
rebose y el tiempo de establecimiento de la imagen de la derecha para comprobar si tienen alguna 
similitud. 
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El valor absoluto del rebose en este caso es de 0,744 mm, siendo el rebose porcentual R = 297,411 %; 
un 168,347 % más elevado que en la simulación experimental. 
El tiempo de establecimiento es de 𝑡𝑝 = 373 𝑚𝑠; 96 ms menor que en la simulación experimental. 
Se puede decir que el tiempo de establecimiento en los dos casos es parecido, pero el rebose difiere 
mucho en un caso del otro, por lo tanto, se puede deducir que el modelo matemático definido del 
sistema y el modelo matemático real del sistema no son exactamente iguales. Queda pendiente, por 
lo tanto, para un trabajo futuro validar el modelo matemático del sistema. 
 
4.5. Análisis del sistema ante cambios de 
referencia: Controlador “ideal” 
 
Una vez estudiados los parámetros más relevantes del transitorio y permanente del sistema ante un 
cambio de referencia, se desea comprobar si dichos valores son buenos o no. Para ello, mediante un 
software optimizador de controladores, se ha creado el controlador “ideal” para este sistema. El 
controlador obtenido es el siguiente: 
𝐶(𝑧) =
𝑧2 − 1,8655230𝑧 + 0,8696652




Al igual que para el controlador anterior diseñado en este trabajo, se compila el control (4.24) en 
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Con el mismo programa de Arduino que para el controlador anterior, mediante un temporizador que 
aplica cambios de referencia cada 5 segundos, se analiza la posición de la bola para los diferentes 
cambios de referencia: 
 
 
Figura 30: Posición de la bola ante diferentes cambios de referencia. (controlador óptimo) 
 
En la Figura 30, a diferencia de la Figura 28, se puede ver que los valores en el equilibrio difieren 
también alguna centésima pero esta vez más arriba de lo esperado. Este hecho no es muy relevante, 
solo que asegura la necesidad de aplicar un modelo matemático más preciso. 
Se puede apreciar también que, a diferencia del controlador anterior, para el controlador “óptimo” 
ocurre un fenómeno extraño en uno de los cambios de referencia. Al aplicar un cambio de referencia 
de 0,55 mm hacia arriba, el mayor posible, la bola antes de ir hacia arriba salta hacia abajo para luego 
volver, creando un rebose extremadamente grande en sentido contrario. No se ha conseguido 
entender por qué se produce este fenómeno, por ello, podría ser objeto de estudio para futuros 
trabajos. 
Al igual que se hizo para el primer controlador, también se hace un estudio más detallado del primer 
tramo donde el cambio de referencia es de 0,25 mm. Para así poder hacer una comparación de cuál 
de los dos controladores es más eficiente, aunque se suponga que el que debe tener mejores 
prestaciones es el controlador “ideal”. También se muestra la simulación teórica hecha en Scilab para 
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Simulación experimental: Simulación teórica: 
  
Figura 31: Izq: Simulación experimental. Dcha: Simulación teórica ante una entrada escalón de 0,25 mm (Control óptimo) 
 
Si se analiza la simulación experimental (imagen de la izquierda de la Figura 31) se observa que hay 
bastantes menos oscilaciones que en la simulación experimental para el otro controlador (imagen de 
la izquierda de la Figura 29). Por lo tanto, en este sentido, se sabe que el controlador “óptimo” es mejor 
que el que se ha diseñado. De todos modos, se van a tomar medidas de las mismas especificaciones 
que para el controlador anterior, para hacer una comparación más exhaustiva. 
El valor absoluto del rebose es de 0,3036 mm; siendo el rebose porcentual R = 123,064 un 6 % menor 
que para el controlador anterior. 
Con el mismo criterio que para el primer controlador, el tiempo de establecimiento se define como el 
tiempo en el que la posición no varía más del 50 % del valor final. En este caso, el tiempo de 
establecimiento es 𝑡𝑝 = 208 ms; 261 ms más rápido que para el primer controlador. 
Estas tres grandes diferencias dejan claro que el controlador “ideal” es mejor que el primer controlador 
que se ha diseñado en este trabajo. 
Ahora se toman datos de las especificaciones de la simulación teórica (imagen de la derecha de la 
Figura 31). El valor absoluto del rebose es de 0,6443 mm, lo que en rebose porcentual es R = 257,593 
% un 133,953 % mayor que en la simulación experimental.  
El tiempo de establecimiento es de 𝑡𝑝 = 253 𝑚𝑠; 45 ms mayor que en la simulación experimental. 
Aunque las especificaciones de la simulación experimental sean mejores que las de la simulación 
teórica, los datos difieren considerablemente, por lo tanto, queda demostrado de nuevo que el modelo 
matemático del sistema es muy mejorable.
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Capítulo 5: Conclusiones y 
trabajos futuros 
 
La realización de este proyecto ha supuesto para mí un gran reto del que he aprendido mucho 
y me ha ilusionado el hecho de conseguir resultados prácticos en base a la aplicación de los 
conocimientos teóricos adquiridos en la carrera. Todas las dificultades y obstáculos que he ido 
encontrando por el camino me han enseñado a resolver problemas “reales” de una manera eficiente 
y práctica. El hecho de tener que realizar el trabajo en un plazo fijo, siguiendo una serie de pautas, me 
ha enseñado también a organizarme de una manera más profesional. 
Este trabajo tiene como base teórica varias asignaturas que he cursado en la carrera, por ejemplo: 
➢ Electromagnetismo: Teoría electromagnética de electroimanes. 
 
➢ Sensores: Teoría de los sensores infrarrojos, sensores de efecto Hall y celdas Peltier. 
 
➢ Análisis vectorial y complejo: Linealización de ecuaciones no lineales mediante el método de 
la serie de Taylor. 
 
➢ Señales y sistemas: Transformación de señales continuas en el tiempo en señales discretas. 
Frecuencia de Nyquist. 
 
➢ Control automático: Toda la teoría de control utilizada en el proyecto. 
Si bien he tenido la oportunidad de recibir consejos de algunos profesores de dichas asignaturas para 
resolver dudas puntuales que me han ido surgiendo durante este trabajo, también he desarrollado 
capacidades que me han permitido resolver los problemas de una forma autónoma. 
Este proyecto se ha creado desde los cimientos, es decir, no se han utilizado maquetas prediseñadas, 
ni electroimanes ya fabricados; exceptuando obviamente los elementos electrónicos, todos y cada uno 
de los elementos se han ido creando según las necesidades del proyecto. Por ello, se ha obtenido una 
visión global de lo que es y ha supuesto la creación de este trabajo, cuyo principal objetivo, hacer 
levitar una bola metálica mediante un campo magnético controlable, ha sido cumplido. 
He recopilado algunas consideraciones que he supuesto importantes a lo largo de este trabajo, las 
cuales, para un posible trabajo futuro, sería interesante que se pudiesen tratar de mejorar: 
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➢ Diseño del electroimán: Se tuvieron que fabricar varios electroimanes hasta conseguir el 
definitivo, debido a dos factores: O se calentaban mucho al aplicarles una corriente, o no 
emitían la fuerza magnética necesaria para hacer levitar la bola. 
 
• Trabajos futuros: Obviamente el electroimán se calienta si se mantiene mucho tiempo 
en funcionamiento. por ello, si se quiere dejar levitando la bola durante más de 15 
minutos, como solución, se podrían probar varios métodos de enfriamiento como, por 
ejemplo, colocar un pequeño ventilador en dirección al electroimán, o incluso 
envolverlo con celdas Peltier ya que, por su efecto, lo enfriarían con tan solo aplicarles 
un pequeño voltaje. 
 
 
➢ Dos placas de Arduino UNO: Tras varios intentos de recopilar los datos emitidos por el sensor 
en la misma placa de Arduino que se estaba utilizando, ya sea introduciendo los valores en la 
memoria interna de Arduino o en una tarjeta SD externa, nos dimos cuenta de que las 
funciones que realizaba la placa de Arduino se ralentizaban haciendo que el controlador no 
funcionase como debía. Por ello, como solución a este problema, se utilizó otra placa de 
Arduino para tomar los datos del sensor. 
 
• Trabajos futuros: La utilización de otro modelo de Arduino más potente, como por 
ejemplo Arduino Galileo, u otra plataforma más acorde a las necesidades de cálculo y 
rapidez, como por ejemplo myRIO de Texas Instruments no estaría de más para 
procesar los datos con mayor rapidez y así poder utilizar una sola placa para todas las 
funciones. Por ello, para una mayor eficiencia o incluso un menor coste, se podría 
tener en cuenta para futuros trabajos. [4] 
 
 
➢ Modelo matemático del sistema: El modelo matemático del sistema, se ha obtenido de forma 
teórica en base algunas constantes y funciones obtenidas experimentalmente. Obviamente, 
de esta manera es muy difícil obtener un modelo matemático exacto del sistema. 
 
• Trabajos futuros: Otro de los temas que se podría tratar en trabajos futuros, sería el 
de validar el modelo matemático del sistema, ya que como se ha podido observar en 
el capítulo 4, para un cambio de referencia, existen algunas diferencias entre la 
simulación experimental y la simulación teórica. Por ello, la elección de un modelo 
matemático que se ajuste mejor al sistema haría que el diseño de los controladores 
fuera más preciso, pudiendo así ajustar las especificaciones del transitorio y 
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➢ Controlador: Para este proyecto, solo se ha utilizado un tipo de controlador (red de 
compensación por atraso y adelanto de fase). Por su comodidad, el diseño de este se ha hecho 
en el dominio continuo “s”. 
 
• Trabajos futuros: Para un proyecto futuro podría ser interesante diseñar diferentes 
controladores lineales e incluso no lineales dada la característica no lineal del sistema. 
Como por ejemplo un control integral, para hacer que el error en el permanente sea 
nulo. También se puede probar a hacer el diseño directamente en el dominio discreto 
“z” y de esta manera poder estudiar las posibles mejoras respecto al diseño en el 
dominio continuo “s”. 
 
 
➢ Sensor: Como se ha podido ver en el segundo capítulo de la memoria, se ha utilizado el sensor 
infrarrojo en lugar del sensor de efecto Hall, debido a su poca sensibilidad respecto a los 
cambios de posición de la bola. 
 
• Trabajos futuros: Se podría plantear para un trabajo futuro el hecho de utilizar el 
sensor de efecto Hall para la detección de la bola, no obstante, se debería utilizar una 
bola imantada en lugar de una bola metálica, para que dicho sensor detecte de manera 
más precisa los cambios de posición de esta. O si no, utilizar un sensor Hall más 





 [1] T. H. Wong, “Design of a Magnetic Levitation Control System – An Undergraduate Project”, “Proc. 




















Anexo 2: Hojas de características 
 

















• Fototransistor SFH 313 FA 
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